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Paahaku, matemaattisten tieteiden kandiohjelma

Valintakoe 7.5.2018 klo 10.00-13.00

Kirjoita henkilo- ja yhteystietosi tekstaamalla.
Kirjoita nimesi latinalaisilla kirjaimilla (abcd...), ala esimerkiksi kyrillisilla kirjaimilla (aéra...).
Jos sinulla ei ole suomalaista henkildtunnusta, kirjoita sen asemesta syntymaaikasi.
Kirjoita henkil6tiedot kaikille sivuille
Sukunimi
Kaikki etunimet
Henkildtunnus
Séhkdpostiosoite
Puhelinnumero
Tarkista sivunumeroiden avulla, ettd olet saanut kaikki sivut.
Kirjoita alla olevaan laatikkoon nimikirjoituksesi merkkina siitd, ettd olet tarkistanut edella mainitut asiat.
Nimikirjoitus

Jos haluat, etta tehtéviin kirjoittamasi vastaukset arvostellaan, jaté alla oleva laatikko tyhjaksi.

Jos haluat, etté tehtaviin kirjoittamiasi vastauksia ei arvostella, kirjoita alla olevaan laatikkoon teksti
"Haluan, ettd vastauksiani ei arvostella". Tassa tapauksessa saat vastauksistasi nolla pistetta.

Arvostelusta
luopuminen
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Lue huolellisesti kaikki ohjeet lapi

Tarkista, ettd saamassasi koenipussa on kansilehden ja ohjesivujen (sivut 1-4) liséksi:
0 kysymys- ja vastausosio (sivut 5-9)
0 yksi ruutupaperiarkki omia muistiinpanoja varten (konseptipaperi).

Tehtavien vastaukset kirjoitetaan kysymys- ja vastausosioon.
Tarkista, ettd olet kirjoittanut nimesi ja henkiltunnuksesi kaikkiin vastauslomakkeisiin.
Kirjoita vastauksesi
0 suomeksi tai ruotsiksi. Muilla kielilla kirjoitettuja vastauksia ei huomioida arvostelussa.
o0 koemonisteelle. Kirjoita kukin vastaus sille varattuun tilaan. Arvostelija ei huomioi
merkint6ja, jotka ovat vastaukselle varatun tilan ulkopuolella.
o lyijykynalla ja selvalla kasialalla. Arvostelija tulkitsee tulkinnanvaraiset merkinnét vahiten
pisteitd tuottavan vaihtoehdon mukaisesti.

Ala kirjoita vaihtoehtoisia vastauksia. Jos kirjoitat vaihtoehtoisia vastauksia, arvostelussa
huomioidaan vain vastaus, josta saat vahiten pisteita.

Voit luonnostella vastauksiasi ruutupaperille. Ruutupaperille tekemidsi merkint6ja ei huomioida
arvostelussa. Olet saanut yhden arkin ruutupaperia. Voit tarvittaessa pyytaa lisdé ruutupaperia
valvojalta.

- Pida koemateriaalisi niin, etté lahellasi istuvat hakijat eivat pysty katsomaan vastauksiasi ja
merkint6jasi.

Pisteyttdminen

Valintakoe pisteytetaan asteikolla 0-50. Tehtdvakohtaiset pisteet on ilmoitettu kunkin tehtdvan kohdalla.

Valintakoekirjallisuus

Valintakokeen tehtévat perustuvat lukion matematiikan pitkdan oppimaaraan (9 kurssia, lukion
opetussuunnitelman perusteet 2015 mukaisesti).
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Jos haluat valvojan huomion
it
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\/\ Jos haluat valvojan huomion, niin nosta kétesi. Valvoja tulee luoksesi. Kerro
‘ asiasi valvojalle hiljaisella aanella.
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Voit kdyda vessassa valvojan saattamana. Valvoja saattaa vessaan vain yhden
kokelaan kerrallaan.

Useimpien koesalien laheisyydessa on vain kaksijakoisen sukupuolijarjestelman
mukaisia vessoja. Taman vuoksi sinua vessaan saattavan valvojan on oltava
miespuolinen, jos haluat kayda miehille tarkoitetussa vessassa, ja haispuolinen,
jos haluat kayda naisille tarkoitetussa vessassa.

Jos haluat kdyda vessassa, toimi seuraavasti:

1. Tarkista, ettd koesalissa on vahintdan kaksi valvojaa ja etta vahintaan yksi
valvojista on sellainen, joka voi saattaa sinut vessaan. Jos nama ehdot
eivat tayty, odota, etta tilanne muuttuu.

2. Kaanna esiin taman kansilehti- ja ohjesivunipun sivu 2, jossa on isolla
fontilla merkinta WC, ja nosta sitten nippu pystyyn teksti itsestasi poispain
siten, etta valvoja huomaa sinut ja tulee luoksesi. Odota karsivéllisesti.
Valvoja ei valttamatta voi saattaa sinua vessaan heti. Valvoja ei mytskaan
valttamatta vie kokelaita vessaan samassa jarjestyksessa, jossa kokelaat
iimoittivat tarpeestaan kayda vessassa.

3. Kun valvoja antaa sinulle merkin, kerda koepaperisi konseptiarkin sisélle ja
jata nippu poydalle ja seuraa valvojaa vessaan.

Kun aiot palauttaa koepaperit

Kun aiot palauttaa koepaperit, jarjesta paperit konseptiarkin sisdlle samaan jarjestykseen, jossa paperit
sait.

Kun l&hdet palauttamaan koepapereita, ota mukaasi kaikki tavarat, jotka olet istumapaikalle vienyt, jotta
sinun ei tarvitsisi palata noutamaan kyseisia tavaroita.

Palauta kaikki saamasi koepaperit, myds suttupaperit, salin etuosassa olevalle valvojalle.

Palauta kaikki paperit, vaikket olisikaan tehnyt joitakin tehtéavid tai mitdan tehtavia. Todista
henkilollisyytesi, kun palautat paperit. Muista koepaperinipun kansilehden allekirjoitus. Kokeeseen
osallistuminen ja koepapereiden palautus merkitddn palautuksen yhteydessa osallistujalistaan kokeen
valvojan toimesta. Tarvittaessa saat kokeen valvojalta erillisen todistuksen valintakokeeseen
osallistumisesta.
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Tehtava 1
Ratkaise seuraavat yhtalot ja epayhtalot.

(@) —(x +1)(—-3+ 2x) <0, (2 pistettd)
(b) 2e* = e?*, (2 pistettd)

(€) —lx = 3| > —|x + 2], (2 pistetta)
(d) sin(3x + ) = —1, (2 pistetta)

(e) 2(x + 2)¥3 < 8. (2 pistetta)
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Tehtava 2

Suorakulmion karki on origossa ja kaksi sivua ovat positiivisilla koordinaattiakseleilla. Yksi
karjista on suoralla y = —3x + 120.

(a) Maarita suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala. (5 pistetta)
(b) Missé pisteissa sijaitsevat sellaisten ehdot tayttavien suorakulmioiden karjet, joiden
pinta-ala on puolet suurimman mahdollisen suorakulmion pinta-alasta? (5 pistetta)
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Tehtava 3
Heitetaan viisi tavallista noppaa, joissa on silmaluvut 1, 2, 3, 4, 5, 6.

(a) Mika on todennakoisyys, etta kaikkiin noppiin saadaan sama silmaluku? (4 pistetta)

(b) Mik&a on todennakoisyys, etta kaikkiin noppiin saadaan eri silmaluku? (4 pistetta)

(c) Mika on todennakoisyys, etta vahintaan kahdessa nopassa on sama silmaluku? (2
pistetta)
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Tehtava 4
Taso kulkee pisteen (0,1, —2) kautta ja sen normaalivektori on 4i + 5j — 6k.

(a) Missa pisteessa taso leikkaa y-akselin? (5 pistetta)
(b) Laske tason etaisyys origosta. (5 pistetta)
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Tehtava 5

Véliarvolause. Jos jatkuva funktio f: [a, b] — R on derivoituva avoimella valilla ]a, b[, niin on

olemassa sellainen piste z €]a, b[, etta f'(z) = %.

(a) Etsi valiarvolauseessa esiintyva piste z €] — 1,2 funktiolle f:[-1,2] - R, f(x) = x2.
(5 pistetta)

(b) Loytyyko funktiolle g:[-1,2] = R, g(x) = |x|, pistetta z €] — 1,2[, jolle g'(z) = g—(z)__(f (1;1)’?

Miksi havaintosi ei ole ristiriidassa valiarvolauseen kanssa? (5 pistetta)



Helsingin yliopisto
Piaihaku, matemaattisten tieteiden kandiohjelma
Valintakoe 7.5.2018 — Ratkaisut ja pisteytys

1. Ratkaise seuraavat yhtélot ja epdyhtilot.
(@ -(x+D(-3+2x)<0,2p.)
(b) 2¢* =¢**, (2 p.)
() —|x=3]>-x+2],2p.)
(d) sinBx+m) =-1,2p.)
(e) 2(x+2)*?*<8.2p.)

Ratkaisu.
(a) Yhtdlon —(x + 1)(=3 + 2x) = O ratkaisut ovat x = —1 ja x = % (+1 p.). Koska
—(x+1)(=3 +2x) = —=2x% + x+ 3 on alaspiin aukeava paraabeli, niin epiyhtilon
—(x+ 1)(—=3 + 2x) < Oratkaisuon x < —1 tai x > % (+1 p.).
(b) 2e* = &** g 2= Zix =e' (+1p.) < x=In2 (+1p.).
(©) —|x=3| > —|x+2] &= |x-3| < [x+2| &= (x-3)* < (x+2)? & x*—6x+9 <
K +4x+4(+1p) & —-6x+9<4x+4 & 10x>5 & x> % (+1 p.).

(d) sinBx+n) =-1 & 3x+x=-3+n-2n(ne”Z)(+lp) & 3x=
-Z +n-2r < x=-%+n-% (+1 p.). Yhtd hyvin ratkaisuksi kelpaa
sin3x +71) = -1 << 3x+7r:—37”+n-27r(neZ)(+1p.) — 3x =

S+n-2n — x:§+n-23—”(+1 p.)-

(e) Epidyhtild on midritelty, kun x + 2 > Oelikun x > -2. 2(x + 2)*? < 8
G427 <4 = (x+27)" <42 = xr2<@P=2 =8 —
x < 6 (+1 p.). Niin ollen epédyhtilo toteutuu, kun -2 < x < 6 (+1 p.).

2. Suorakulmion kérki on origossa ja kaksi sivua ovat positiivisilla koordinaattiakse-
leilla. Yksi kérjistd on suoralla y = —3x + 120.
(a) Maidritd suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala. (5 p.)
(b) Missi pisteissd sijaitsevat sellaisten ehdot tidyttivien suorakulmioiden kérjet,
joiden pinta-ala on puolet suurimman mahdollisen suorakulmion pinta-alasta?

(5p)

Ratkaisu.
(a) Merkitidin suorakulmion suoralla y = —3x + 120 olevaa kirked (x,y), jolloin
x,y > 0. Tdlloin suorakulmion pinta-ala on
A(x) = xy = x(=3x+ 120) = =32 + 120 (+1 p.).
Koska A:n kuvaaja on alaspiin aukeava paraabeli (+1 p.) ja
A(x)=-6x+120=0 (+1p.) & x= 1—20 =20 (+1p.),

niin suorakulmion suurin mahdollinen pinta-ala on
A(20) = =3-20% + 120 - 20 = —=1200 + 2400 = 1200 (+1 p.).



(b) Ehdot tdyttavit suorakulmiot toteuttavat yhtdlon
A(20) 1200

B(x):xy:x(—3x+120):—3x2+120:T T:600 (+1p.)
= 3x*-120x+600=0
= x¥*-40x+200=0 (+1p.)
40 £ V402 —4-1-200 V800
g M0 . =202 = =20£10V2 (+1p).

Niitd vastaavat y-akselin pisteet ovat
y=-3x+120 = =3(20 £ 10 V2) = =60 F 30 V2 + 120 = 60 T 30 V2,

joten kysytyt pisteet ovat (20 + 10 V2, 60 — 30 V2) (+1 p.), jolloin suorakulmion
muut kirjet ovat pisteissi (0,0), (20 + 10 V2, 0) ja (0,60 — 30 V2), seki (20 —
10 V2, 60+30 V2) (+1 p.), jolloin suorakulmion muut kirjet ovat pisteissi (0, 0),
(20 — 10 V2,0) ja (0, 60 + 30 V2).

3. Heitetdin viisi tavallista noppaa, joissa on silmiluvut 1, 2, 3, 4, 5, 6.
(a) Miki on todennékoisyys, ettd kaikkiin noppiin saadaan sama silmiluku? (4 p.)
(b) Miki on todennékdisyys, ettd kaikkiin noppiin saadaan eri silméluku? (4 p.)
(c) Miki on todennékdisyys, ettd vihintddn kahdessa nopassa on sama silmiluku?

2p)
Ratkaisu.
(a) P(’kaiki 7)=6 1y LI (+2+1+1p.)
a aikissa sama’) = ¢l =& = Tao¢ p.)-
6 54 3 2 1-5-2-1-1 5

b) P(’kaiki i) ==-=-=-=:= = = — 2+1+1 p.).

(b) P(’kaikissa eri”) 666616323 31 (++49+ p.)

(¢) P(’vihintaidn kahdessa sama”) = 1—P(’kaikissa eri”) = l_ﬂ = 71 (+1+1 p.).

4. Taso kulkee pisteen (0, 1, —2) kautta ja sen normaalivektori on 4i + 5j — 6k.
(a) Missé pisteessi taso leikkaa y-akselin? (5 p.)
(b) Laske tason etdisyys origosta. (5 p.)

Ratkaisu.
(a) Tason yhtilo on
4-x-0)+5--1)-6-(z=(-2))=0 (+1p.)
& 4x+5y-6z—-17=0 (+1p.).

Taso leikkaa y-akselin pisteessd, jossa x = 0 ja z = 0, jolloin
17
4:-0+5y-6:-0-17=0 (+lp.) & S5y=17 & y= 5 (+1 p.).

Niin ollen taso leikkaa y-akselin pisteessi (0, 15—7, 0) (+1 p.).
(b) Origon (0, 0, 0) etédisyys tasosta 4x + 5y — 6z — 17 = 0 on

4-0+5-0-6-0-17|
V42 + 52 + (=6)2

17 17 (+1+1p.)
= = p.)-
V16 + 25+ 36 V77

(+1+1+1 p.)




5. Viliarvolause. Jos jatkuva funktio f: [a,b] — R on derivoituva avoimella vililld

]a, b[, niin on olemassa sellainen piste z € |a, b[, ettd f'(z) = [O-/@

b—a °
(a) Etsi viliarvolauseessa esiintyvi piste z € | — 1, 2[ funktiolle f: [-1,2] — R,

fx)=x*(5p)

(b) Loytyyko funktiolle g: [-1,2] — R, g(x) = |x|, pistettd z € | — 1,2[, jolle
g = g(i)__(g_(l_)l)? Miksi havaintosi ei ole ristiriidassa valiarvolauseen kanssa?
G p)

Ratkaisu.
(a) Koska f’(x) = 2x (+1 p.), niin saadaan

D= f(=1) 22—(=1? 4-1
2z2=f'(z) = f(z)_ (]:(1) ): 3( ) =3 =1 (+1+1+1p.),

1
joten z = 3 (+1 p.).
(b) Nyt

+1 p.
I, 0<x<2 P
ja g ei ole derivoituva origossa (+1 p.), mutta
g2)-g-1) 2-1 1
= == (+1p),
2-(-1) 3 -3 ¢lp)

, -1, -1<x<0,
g(x)={

joten ei ole olemassa sellaista pistettd z € ] — 1, 2[, jolle g’(z) = % (+1p.).
Havainto ei ole ristiriidassa viliarvolauseen kanssa, koska siind vaatimuksena
on funktion derivoituvuus koko avoimella vililld ]a, b[, mutta g ei ole derivoi-
tuva pisteessi 0 € ] — 1, 2[ (+1 p.).



